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Streszczenie. W publikacji zwrécono uwage na mozliwosci Metody Elementéw Skonczonych (MES)
w nieliniowej analizie statycznej konstrukeji ciegnowych oraz problemy pojawiajace sie w trakcie ob-
liczen. Zawarto informacje pomocne w modelowaniu i rozwigzywaniu tego typu zadan przy pomocy
oprogramowania ABAQUS. Poréwnano rezultaty numeryczne uzyskiwane za pomoca MES z dostep-
nymi w literaturze wynikami $cistych i przyblizonych obliczen analitycznych. Przeliczeniu podlegaly
przykiady dotyczace analizy pojedynczych ciegien o roznych wartosciach zwisu, roznych wartosciach
kata nachylenia cieciwy oraz réznych sposobach obcigzenia. Analizowano takze przyklad konstrukeji
ztozonej, w obliczeniach ktorej pojawily si¢ wymienione wcze$niej cechy oraz dodatkowo uwzgledniono
wspolprace wielu ciggien z elementami typowej konstrukeji pretowej. Rozwigzujac zadania Metoda
Elementdéw Skonczonych, zastosowano podstawowe rodzaje elementéw, liniowosprezysty opis materiato-
wy, réznego typu obcigzenia statyczne, uwzgledniono réwniez zwis oraz sprezanie ciegien, nieliniowosci
geometryczne oraz wspotprace ciegien z innymi elementami konstrukcyjnymi. Zwrécono uwage na
zgodnoéci oraz roznice wynikéw obliczent MES i obliczen analitycznych, dotyczace rozkladu przemiesz-
czen oraz sit przekrojowych, uzyskiwane w podstawowych oraz ztozonych przyktadach analiz.
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1. Wprowadzenie

Specyfika konstrukeji ciggnowych zwigzana z silnie nieliniowym charakterem
odpowiedzi konstrukcji powoduje utrudnienia obliczeniowe i skutkuje w praktyce
obliczeniowej réznymi podej$ciami odwolujacymi si¢ zwykle do zastosowania tzw.
$cistych rozwigzan analitycznych pewnych szczegdlnych przypadkéw obcigzenia
ciegna [1, 2]. Tym samym mozliwosci szerszej analizy tego typu konstrukcji sa
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ograniczone. Popularne narzedzie obliczeniowe, jakim jest Metoda Elementow
Skonczonych (MES), pozwala na wszechstronng analiz¢ konstrukgji [3, 4, 5],
jednak w przypadku ukladéw ciggnowych jej mozliwosci zwykle nie sag w pelni
wykorzystane z powodu pojawiajacych sie trudnosci w uzyskiwaniu zbieznosci
rozwigzan oraz probleméw dotyczacych zgodnosci wynikéw obliczen MES oraz
obliczen analitycznych.

Roéwnania statyki pojedynczego ciegna oraz analityczne sposoby ich rozwigzania
s3 powszechnie znane. W literaturze mozna znalez¢ wiele przykladéow rozwigzan
zadan statyki konstrukeji ciggnowych przy uzyciu réznych metod analitycznych,
bazujacych na $cistych lub przyblizonych réwnaniach réwnowagi ciegna, oraz me-
tod numerycznych. Wielu autoréw rozwigzuje zadania tego typu przy zastosowaniu
dedykowanych programéw komputerowych badz przy pomocy popularnych pro-
gramow analizy konstrukeji Metodg Elementéw Skornczonych, nie zastanawiajac sie,
jakie moga wystepowac roznice pomiedzy ,,$cistymi rozwigzaniami” problemu oraz
numerycznymi. W niewielu zrédfach mozna si¢ spotka¢ z pordwnaniami rezultatow
uzyskanych réznymi metodami, zwlaszcza dotyczacymi poréwnania wynikéw MES
i wynikéw metod analitycznych. A wiedza na temat zgodnosci oraz réznic pomie-
dzy wynikami uzyskiwanymi r6znymi metodami jest wazna do oceny poprawnosci
prowadzonych analiz.

W niniejszej pracy autorzy postanowili dokona¢ poréwnania rezultatéw obliczen
Metoda Elementéw Skonczonych, przeprowadzonych przy pomocy oprogramo-
wania ABAQUS [6], z wynikami obliczen analitycznych. Trzy pierwsze przyklady
s3 w istocie analizami parametrycznymi dostarczajagcymi wiedzy na temat zakresu
zgodnosci wynikoéw oraz réznic wynikoéw, jakie moga wystapi¢. Dodatkowo roz-
wigzane zostalo zadanie dotyczace konstrukcji ztozonej, ciegnowo-pretowe;.

2. Statyka pojedynczego ciegna

Ciegna moga przenosi¢ wylacznie rozciagajace sity normalne, z uwagi na ich
bardzo mala, pomijang w modelach teoretycznych, sztywno$¢ na zginanie. Opis
réwnowagi statycznej ciegna jest zalezny od sposobu obcigzenia, sztywnosci ciggna
na rozcigganie oraz jego poczatkowej dtugosci.

Jesli w analizie bedzie rozpatrywane obcigzenie ciagle dzialajace na jednostke
diugosci ciegna zgodnie z jego ksztattem (rys. 1), to zalezno$¢ $cisle opisujaca relacje
w ciegnie o cigciwie nachylonej przyjmie posta¢ réwnania [1]

L o) Y Scosa o) Y
.([\/1+(tga—m) dx=s0(1+atAT)+ A }[[1+(tga—m] :|dx, (1)
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gdzie: s, — poczatkowa dlugos¢ ciggna;
EA — sztywno$¢ ciegna na rozciaganie;
o — kat nachylenia cieciwy ciegna do poziomu;
a, — wspolczynnik wydtuzalnosci liniowej;
S — sila naciagu ciggna;
AT — przyrost temperatury;
Q(x) — réwnanie sily tnacej, jak w przypadku belki swobodnie podpartej
o rozpigtosci L obciazonej g(x);
L — rozpieto$¢ ciegna (dlugos¢ rzutu poziomego cigciwy ciegna).

: [N >

Rys. 1. Ciggno uko$ne pod obcigzeniem g(x)

Roéwnanie (1) nazywane scistym rownaniem ciggna moze by¢ stosowane w przy-
padkach dowolnie duzych zwiséw ciggien oraz dowolnie duzych katéw nachylenia
cigciwy. Stanowi podstawe $cistego analitycznego rozwiazywania zadan statyki
konstrukeji ciggnowych. Wyznaczenie sity naciggu ciegna (S) pozwala na okreslenie
linii zwisu ciggna na podstawie prostej zaleznosci

M(x)
Scosa’

y=xtga- (2)

w ktérej M(x) jest rownaniem momentu zginajacego, jak w przypadku belki
swobodnie podpartej poddanej obcigzeniu g(x). W réwnie prosty sposéb mozna
okresli¢ wszystkie pozostate wielko$ci statyczne i kinematyczne w zadaniu oraz
wyznaczy¢ aktualng dtugos¢ ciggna.

Stosowanie $cistego réwnania ciegna w celu znalezienia sity naciagu jest zwia-
zane z trudno$ciami obliczeniowymi, stad tez w wigkszosci praktycznych, anali-
tycznych podejs¢ korzysta si¢ z przyblizonej zaleznosci na wyznaczenie aktualnej
dtugosci ciegna, co prowadzi do przyblizonego rownania ciegna
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EAcosa

2s,

S*+ 8 EA[] - i(LS —a,ATs, )} = j[Q(x)]2 dvx, 3)
So 0

w ktorym L, oznacza dlugos¢ cieciwy ciegna.

Przyblizenie, jakie zastosowano do wyprowadzenia réwnania (3), w przypadku
poziomego ciggna obcigzonego réwnomiernie, jest rownoznaczne z przyjeciem
obcigzenia po dlugosci cieciwy, zamiast po dlugosci ciggna. Réwnanie (3) jest wyko-
rzystywane w wielu praktycznych zadaniach dotyczacych tzw. plaskich ciggien, czyli
takich, w ktérych stosunek zwisu ciegna do jego rozpigtosci jest mniejszy od 0,1.

W obliczeniach praktycznych ciegna sg obcigzone w sposéb ztozony na wielu
kierunkach (rys. 2).

q(?) S

Rys. 2. Ciggno w ztozonym stanie obcigzenia

Czesto stosowanym w takiej sytuacji przyblizeniem jest pominigcie wptywu
skltadowej podtuznej obcigzenia (wzgledem ciegna). Przyblizenie takie prowadzi
do nowej postaci przyblizonego rownania ciggna

s 1 EA )
S*+8 EA{I—g(Ls —a[ATSO)}zg { [o®)] at, (4)

gdzie Q(t) jest rownaniem sily tnacej, jak w przypadku belki swobodnie podpar-
tej o rozpietosci L, obcigzonej g,(t). Tym samym pomija si¢ wplyw zmiany sily
naciagu ciggna po jego diugosci oraz wplyw skladowej podtuznej obciazenia na
wydluzenie ciggna.

Réwnanie (4) jest niekiedy stosowane nawet przy katach nachylenia cieciwy
siegajacych 60°, mimo ze zastepczy uklad obcigzen nie jest rownowazny z pier-
wotnym ukiadem.
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3. Analiza MES konstrukgji ciegnowych

Rozwigzujac zadania statyki konstrukeji ciggnowych Metoda Elementow
Skonczonych, konieczne jest dokonanie podziatu ciegna na wiele elementéw
skonczonych. Ilo$¢ i rodzaj elementéw w oczywisty sposdb wplywaja na jakosé
uzyskiwanych rozwigzan. Mozliwe jest zastosowanie dowolnie skomplikowanego
opisu zalezno$ci na poziomie elementu skonczonego, ale mozna réwniez uzyskaé
dobre wyniki przy zastosowaniu tradycyjnych, przestrzennych, prostoliniowych,
kratowych lub belkowych elementéw skonczonych o liniowych funkcjach ksztattu.
O ile zastosowanie elementéw kratowych wymaga dodatkowych zabiegéw nume-
rycznych w celu uzyskania stabilno$ci rozwiazywanego nieliniowego zadania, o tyle
zastosowanie elementéw belkowych powoduje mniejsze zaktocenia. Konieczne
jest, aby element belkowy posiadal stopnie swobody na kierunku podiuznym
pozwalajace na przenoszenie sit normalnych (w niektérych programach brakuje
rozroznienia elementéw na belkowe oraz ramowe). W opisie charakterystyk prze-
krojowych elementéw nalezy poda¢ bardzo malg wartos¢ sztywnosci na zginanie
w poréwnaniu ze sztywno$cig na rozciaganie.

Zdecydowana wiekszos¢ analiz statyki konstrukcji ciggnowych wykazuje
wylacznie nieliniowosci o charakterze geometrycznym i dlatego wystarczajacy, po-
wszechnie stosowany jest opis wlasciwo$ci materiatowych jako liniowosprezysty.

Tworzac model numeryczny analizowanej konstrukgji ciegnowej, bardzo wazne
jest, aby sposob zadania obcigzenia wiernie odzwierciedlal fizyczne oddziatywanie
obcigzenia na konstrukcje. W przypadku ci¢zaru wlasnego ciegna lub obcigzenia
dziatajacego po dlugosci ciegna nalezy zadbac o to, aby i w modelu numerycznym
obciazenie byto zadane w taki sposob, przy zachowaniu wlasciwych wartosci
i kierunkéw.

Poniewaz w niektorych konstrukcjach poczatkowa diugos¢ ciggna jest dluzsza
od dlugosci cieciwy, mozna wprowadzi¢ w analizie numerycznej dodatkowy wstepny
etap obliczeniowy, w ktérym ciegno o zadanej dlugosci, zgodnej z dlugoscia cie-
ciwy, bedzie obcigzone termicznie w taki sposéb, aby wywota¢ wydiuzenie ciggna
do zakladanej w modelu fizycznym dlugosci poczatkowej. Podobny zabieg mozna
wykona¢ réwniez w sytuacji zadawania skrocenia (sprezania) ciegna. Dopiero po
takich wstepnych etapach obliczen nalezy przejs¢ do obliczen zasadniczych.

Sposéb rozwigzywania nieliniowych réwnan réwnowagi w przypadku kon-
strukcji ciegnowych nie odbiega zasadniczo od rozwigzywania innych zadan
statyki nieliniowej. Mozliwe jest zastosowanie typowych metod przyrostowych,
jednak z uwagi na koniecznos¢ zachowania stabilnosci rozwigzywania nieliniowego
problemu wskazane jest zastosowanie mechanizmoéw stabilizacji wykonywanego
procesu obliczeniowego. Dodatkowo nalezy zwroci¢ uwage na ilos¢ dozwolonych
przyrostow oraz rGwnowazen w procesie rozwigzywania uktadu réwnan. Z uwagi
na problemy w uzyskaniu zbieznosci nalezy zatozy¢ wieksza niz w innych analizach
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liczbe przyrostéw oraz réwnowazen. Takze zadawany na starcie obliczen poczatkowy
przyrost obcigzenia powinien by¢ dostosowany — zmniejszony, nawet na poziomie
107® wartosci obcigzenia koncowego.

4. Przyklady analiz pojedynczego ciegna

Zasadnicze obliczenia w prezentowanych przykladach wykonano Metoda
Elementéw Skonczonych przy zastosowaniu oprogramowania ABAQUS. W ce-
lach poréwnawczych wykorzystano znane z literatury przyktady oraz ich $ciste
i przyblizone rozwigzania [1], a w przypadku ich braku, autorzy uzupelnili war-
tosci, wykorzystujac takie same procedury obliczen analitycznych bazujacych na
wzorach (1), (3) i (4).

Tworzac modele numeryczne ciggien, przyjeto zalozenie zgodne z opisem
z punktu 3 — liniowosprezysty opis materialowy, belkowe elementy skonczo-
ne o liniowych funkcjach ksztattu (2 weztach i 12 stopniach swobody). Kazde
z analizowanych cigegien bylo dzielone na 250 elementéw skonczonych. Diugosé
poczatkowa ciggien byla wprowadzana z zastosowaniem zmiany temperatury we
wstepnym etapie obliczen. Obciazenie w kazdym z przypadkéw bylo modelowane
zgodnie z rzeczywistym sposobem dzialania obcigzenia na ciggna.

4.1. Analiza ciegna o poziomej cieciwie

Rozpatrywany przyklad dotyczy ciggna o poziomej cieciwie (rys. 3), na ktére dziala
obcigzenie pionowe zadane po dlugosci ciggna. Sztywnos¢ ciegna na rozcigganie (EA)
wynosi 45 MN, a rozpigtos¢ (L) 50,00 m. Analizowana jest odpowiedz ciegna przy
zmieniajacej si¢ dtugosci poczatkowej (s,) w zakresie 50,25+55,00 m. Laczna warto$¢
réwnomiernie roztozonego obcigzenia w kazdym przypadku wynosi 50 kN.

L =50,00m

Rys. 3. Schemat ciegna o poziomej cieciwie

Wybrane wyniki MES zestawiono w tabelach 1 i 2, facznie z wynikami uzyskanymi
na drodze $cistego analitycznego rozwiazania (rozw. ciste) oraz analitycznego roz-
wigzania uproszczonego 1 (rozw. upr. 1) polegajacego na zastosowaniu réwnania (3).
Wyniki analityczne zaczerpnigto z pracy [1].
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Wyniki dotyczace przemieszczen (tab. 1) wskazuja na dobry poziom zgodnosci
pomiedzy rozwigzaniem $cistym i rozwigzaniem MES. Réwniez zgodno$¢ pomiedzy
rozwigzaniem $cistym i rozwigzaniem uproszczonym jest dobra. Rdznice pomiedzy
wynikami zwigkszaja si¢ wraz ze wzrostem tzw. zwisu ciegna, zaleznego gtéwnie od
dlugosci poczatkowej ciggna (1,8% — najwiekszy btad MES, 3,9% — najwiekszy
blad rozwigzania uproszczonego).

TABELA 1

Warto$ci bezwymiarowego zwisu ciggna (f/L) oraz procentowe odchylenie wartosci przyblizonych
od wynikéw $cistych w zaleznoséci od bezwymiarowej dlugosci poczatkowej ciggna poziomego (s,/L)

Odchylenie wartosci

Wartoéci f/L . g
od rozwigzania $cistego
So/L
rOZW. rOZW. rOZW. TOZW. TOZW.
$ciste upr. 1 MES upr. 1 MES
1,005 0,054 0,053 0,054 1,9% 0,7%
1,010 0,068 0,067 0,068 1,5% 0,4%
1,015 0,080 0,079 0,080 1,3% 0,1%
1,020 0,091 0,090 0,091 1,1% 0,1%
1,030 0,110 0,108 0,110 1,8% 0,3%
1,040 0,127 0,124 0,127 2,4% 0,2%
1,100 0,203 0,195 0,207 3,9% 1,8%

W przypadku analizy warto$ci sit naciggu pozioma reakcja H jest zgodna
z wartoscig sily naciggu w polowie rozpietosci ciggna, mozna zauwazyc¢, ze wyniki
obu metod przyblizonych (MES i metoda uproszczona) pogarszajg sie z wzrostem
zwisu ciegna i tym razem siegaja 6,5% — najwiekszy blad MES oraz 4,2% — naj-

wigkszy blad rozwigzania uproszczonego.

TABELA 2

Wartosci poziomej reakcji (H) oraz procentowe odchylenie wartosci przyblizonych od wynikow
$cistych w zaleznosci od bezwymiarowej diugoséci poczatkowej ciggna poziomego (sy/L)

Wartosci sity H [kN] Odchy?enle .wa/rtlosa
od rozwigzania $cistego
So/L
TOZW. TOZW. TOZW. TOZW. rOZW.
$ciste upr. 1 MES upr. 1 MES
1,005 116,4 116,9 116,10 0,4% 0,3%
1,010 92,2 92,8 91,70 0,7% 0,5%
1,015 78,1 78,8 77,42 0,9% 0,9%
1,020 68,7 69,5 67,91 1,2% 1,2%
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cd. tabeli 2
1,030 56,8 57,6 55,76 1,4% 1,8%
1,040 49,3 50,3 48,11 2,0% 2,4%
1,100 30,8 32,1 28,79 4,2% 6,5%

4.2. Analiza ciegna o ukosnej cieciwie

W przyktadzie dotyczacym ciggna o cigciwie uko$nej zakres analizy zostal
rozszerzony o wykonanie obliczen uproszczonych 2 (rozw. upr. 2) zwigzanych z za-
stosowaniem wzoru (4). W przykladzie rozpatruje si¢ ciggno o cigciwie nachylonej
pod katem « do poziomu, obcigzone réwnomiernie po dlugosci ciegna obcigzeniem
pionowym (rys. 4). Stalymi elementami zadania s3: sztywno$¢ ciegna na rozciaga-
nie — EA = 50 MN, dlugos¢ rzutu poziomego ciggna (rozpietos¢) — L = 50,00 m
oraz warto$¢ obcigzenia na jednostke dlugosci ciggna — g = 1,00 kN/m. W analizie
zmieniano bezwymiarowa dlugo$¢ poczatkowa (s,/L,) w zakresie 1,001+1,005 oraz
kat nachylenia cieciwy (15°, 30°, 45° i 60°).

q

| L =50,00 m

Rys. 4. Schemat ciggna o poziomej cieciwie

W tabelach 3 i 4 zawarto wyniki rozwigzania $cistego (rozw. ciste) i rozwigzania
uproszczonego 1 (rozw. upr. 1), bazujacego na réwnaniu (3) z pracy [1], natomiast
rezultaty dotyczace rozwigzania MES (rozw. MES) i rozwigzania uproszczonego 2
(rozw. upr. 2) pochodzg z obliczen autoréw. Wszystkie wartosci zamieszczone
w tabeli 5 zostaly wyznaczone przez autoréw.

Zamieszczone w tabeli 3 wartosci bezwymiarowych przemieszczen wskazuja na
dobry, z analitycznym, $cistym rozwigzaniem, zgodno$¢ obu metod uproszczonych
oraz Metody Elementéw Skonczonych w zakresie katow nachylenia cigciwy nieprze-
kraczajacych 45°. Najwigksze odchylenia od rozwigzania $cistego, zwigzane nie tylko
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z duzg wartoscig kata nachylenia, ale réwniez duzg wartoscig zwisu ciegna siegaja
w rozwigzaniach uproszczonych 112 odpowiednio 5,3% i 6,6%. Rozwigzanie MES
w tym samym przypadku rézni si¢ o 1,1%. Zdecydowanemu pogorszeniu ulegaja
wyniki obliczen uproszczonych przy kacie nachylenia 60°. Tym razem najwieksze
réznice to 19,0% w przypadku rozwigzania uproszczonego 1 oraz 21,1% w roz-
wigzaniu uproszczonym 2. Rozwigzanie MES jest zdecydowanie lepsze, poniewaz
rézni si¢ zaledwie o 3,7% od rozwigzania $cistego.

TABELA 3
Wartosci bezwymiarowego zwisu ciegna (u/L,) oraz procentowe odchylenie wartosci
przyblizonych od wynikow $cistych w zaleznoséci od bezwymiarowej dtugosci poczatkowej ciegna
ukosnego (s,/L,) oraz kata nachylenia cigciwy ciegna do poziomu («)

Wartosc ul, ol rorigsanis tlego
/L. rOZW. rozw. rOZW. rOZW. rOZW. rOZW. rOZW.
$cisle upr. 1 upr. 2 MES upr. 1 upr. 2 MES
kat nachylenia cieciwy (a) — 15°
1,0010 0,039 0,039 0,039 0,040 0,0% 0,7% 1,5%
1,0025 0,044 0,044 0,044 0,045 0,0% 0,9% 1,6%
1,0050 0,053 0,053 0,053 0,053 0,0% -0,9% -0,4%
1,0100 0,067 0,067 0,067 0,067 0,0% -0,1% 0,2%
1,0250 0,100 0,099 0,100 0,101 -1,0% 0,3% 0,6%
1,0500 0,141 0,138 0,141 0,142 -2,1% 0,0% 0,6%
kat nachylenia cieciwy («) — 30°
1,0010 0,038 0,038 0,038 0,038 0,0% 0,2% 0,1%
1,0025 0,043 0,043 0,043 0,043 0,0% 1,0% 0,8%
1,0050 0,052 0,052 0,052 0,052 0,0% -0,4% -0,6%
1,0100 0,066 0,066 0,066 0,066 0,0% 0,6% 0,3%
1,0250 0,099 0,099 0,100 0,099 0,0% 1,0% 0,4%
1,0500 0,138 0,139 0,141 0,139 0,7% 2,1% 0,9%
kat nachylenia cieciwy (a) — 45°
1,0010 0,036 0,036 0,036 0,036 0,0% 0,2% 0,1%
1,0025 0,042 0,042 0,042 0,042 0,0% -0,6% -0,7%
1,0050 0,050 0,050 0,051 0,050 0,0% 1,0% 0,3%
1,0100 0,064 0,065 0,066 0,065 1,6% 2,5% 1,2%
1,0250 0,096 0,099 0,100 0,097 3,1% 3,8% 0,9%
1,0500 0,132 0,139 0,141 0,134 5,3% 6,6% 1,1%
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cd. tabeli 3
kat nachylenia cieciwy (a) — 60°
1,0010 0,033 0,033 0,033 0,033 0,0% 0,1% -0,7%
1,0025 0,039 0,039 0,039 0,039 0,0% 0,7% -0,5%
1,0050 0,047 0,048 0,049 0,048 2,1% 3,6% 1,5%
1,0100 0,061 0,064 0,064 0,062 4,9% 5,7% 1,7%
1,0250 0,089 0,098 0,099 0,091 10,1% 11,3% 2,0%
1,0500 0,116 0,138 0,140 0,120 19,0% 21,1% 3,7%

Wyniki zawarte w tabeli 4 moga sugerowac lepsza zgodno$¢ rozwigzan uprosz-
czonych w przypadku wyznaczania sif niz w przypadku wyznaczania przemieszczen,
poniewaz uzyskano mniejsze warto$ci odchylen pomiedzy rozwigzaniami przybli-
zonymi a rozwigzaniem $cistym. Jednak w odniesieniu do rozwigzania uzyskanego
przy zastosowaniu uproszczenia 2 s3 to wnioski mylne. Jest to przypadkowo dobra
zgodnos¢, o czym mozna si¢ przekonad, sledzac wartosci maksymalnej sity naciggu
ciggna, kluczowej w procesie projektowania konstrukgji (tab. 5).

TABELA 4
Wartoéci sil naciagu ciegna (S) w potowie rozpietosci oraz procentowe odchylenie warto$ci
przyblizonych od wynikéw $cistych w zaleznoéci od bezwymiarowej dtugosci poczatkowej ciegna
ukosnego (s,/L,) oraz kata nachylenia cieciwy ciegna do poziomu («)

W sy S (S i
/L TOZW. TOZW. TOZW. TOZW. TOZW. TOZW. TOZW.
Sciste upr. 1 upr. 2 MES upr. 1 upr. 2 MES
kat nachylenia cieciwy (a) — 15°
1,0010 153,8 154,2 154,8 153,7 0,3% 0,6% -0,1%
1,0025 135,8 136,2 137,0 135,7 0,3% 0,9% -0,1%
1,0050 114,8 115,2 116,1 114,5 0,3% 1,2% -0,2%
1,0100 90,2 90,6 91,8 89,7 0,4% 1,8% -0,5%
1,0250 60,3 60,8 62,6 59,4 0,8% 3,9% -1,5%
1,0500 42,9 43,6 46,2 42,0 1,6% 7,7% -2,0%
kat nachylenia cieciwy (a) — 30°
1,0010 142,3 142,4 142,9 142,2 0,1% 0,4% -0,1%
1,0025 125,0 124,9 125,6 124,7 -0,1% 0,4% -0,2%
1,0050 104,7 104,8 105,6 104,6 0,1% 0,9% -0,1%
1,0100 81,8 81,9 82,9 81,6 0,1% 1,4% -0,2%
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cd. tabeli 4
1,0250 54,7 54,6 56,3 54,3 -0,2% 2,9% -0,8%
1,0500 39,3 39,1 41,5 38,6 -0,5% 5,5% -1,8%
kat nachylenia cieciwy (a) — 45°
1,0010 122,8 122,7 123,1 123,1 -0,1% 0,3% 0,2%
1,0025 106,3 106,0 106,6 106,6 -0,3% 0,3% 0,2%
1,0050 88,2 87,7 88,4 88,4 -0,6% 0,2% 0,2%
1,0100 68,4 67,6 68,5 68,6 -1,2% 0,2% 0,3%
1,0250 46,1 44,7 46,1 46,2 -3,0% 0,0% 0,3%
1,0500 33,6 32,0 33,9 33,9 -4,8% 0,9% 1,0%
kat nachylenia cieciwy («) — 60°
1,0010 95,3 94,8 95,0 96,0 -0,5% -0,3% 0,7%
1,0025 80,6 79,7 80,0 81,3 -1,1% -0,7% 0,9%
1,0050 65,8 64,3 64,8 66,5 -2,3% -1,6% 1,1%
1,0100 50,9 48,6 49,3 51,7 -4,5% -3,2% 1,6%
1,0250 35,2 31,8 32,8 36,4 -9,7% -6,9% 3,4%
1,0500 26,9 22,6 24,0 28,7 -16,0% -10,7% 6,5%

Rezultaty z tabeli 5 jednoznacznie wskazuja na ograniczong przydatnosé
rozwigzania uproszczonego 2. Wystepujace réznice pomiedzy tym rozwigzaniem
i rozwigzaniem $cistym sg zdecydowania za duze, siegaja nawet 58,8% w przypadku
ciggien nachylonych pod znacznym katem (tzw. stromych ciegien). Rozwigzania
dotyczace zastosowania MES charakteryzuja si¢ w tym poréwnaniu dobra zgod-
noscig. Maksymalna réznica w odniesieniu do rozwigzania $cistego to 9,9%. Naj-
wigksze odchylenie od wynikéw $cistych nastepuje w przypadku znacznych katow
nachylenia ciggien oraz duzych zwisow.

TABELA 5

Warto$ci maksymalnych sit naciggu ciegien (S,,,,) oraz procentowe odchylenie warto$ci
przyblizonych od wynikéw $cistych w zaleznoéci od bezwymiarowej dlugosci poczatkowej ciegna
ukosnego (s,/L,) oraz kata nachylenia cieciwy ciegna do poziomu («)

Odchylenie warto$ci

Wartosel pqx [KN] od rozwigzania $cistego
sol L
TOZW. rOZW. TOZW. TOZW. TOZW.
$ciste upr. 2 MES upr. 2 MES
kat nachylenia cieciwy (a) — 15°
1,0010 163,6 154,8 166,2 -5,4% 1,5%
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cd. tabeli 5
1,0025 145,2 137,0 148,3 -5,7% 2,1%
1,0050 124,3 116,1 127,2 -6,6% 2,3%
1,0100 100,2 91,8 102,5 -8,4% 2,3%
1,0250 72,1 62,6 72,8 -13,1% 1,1%
1,0500 56,7 46,2 56,2 -18,5% -0,9%
kat nachylenia cieciwy (a) — 30°
1,0010 157,3 142,9 156,2 -9,2% -0,7%
1,0025 141,2 125,6 139,0 -11,1% -1,6%
1,0050 120,4 105,6 119,2 -12,3% -1,0%
1,0100 98,0 82,9 96,7 -15,4% -1,3%
1,0250 72,7 56,3 70,6 -22,6% -2,9%
1,0500 59,2 41,5 56,2 -30,0% -5,1%
kat nachylenia cieciwy (a) — 45°
1,0010 142,8 123,1 141,9 -13,8% -0,7%
1,0025 126,1 106,6 125,5 -15,5% -0,5%
1,0050 109,2 88,4 107,6 -19,1% -1,5%
1,0100 89,9 68,5 88,3 -23,8% -1,8%
1,0250 69,5 46,1 66,8 -33,7% -4,0%
1,0500 59,4 33,9 55,4 -42,9% -6,8%
kat nachylenia cigciwy (o) — 60°
1,0010 119,5 95,0 118,3 -20,4% -1,0%
1,0025 105,3 80,0 103,8 -24,0% -1,4%
1,0050 91,2 64,8 89,2 -28,9% -2,2%
1,0100 774 49,3 74,6 -36,3% -3,6%
1,0250 64,0 32,8 59,8 -48,8% -6,5%
1,0500 58,3 24,0 52,5 -58,8% -9,9%

5. Przyklad obliczen konstrukgcji ztozonej

Przykiad dotyczy analizy statycznej masztu z odciagami, w ktdrej za przedmiot
obliczen przyjeto konstrukcje masztu Przysucha-Kozlowiec [7]. Schemat statyczny
konstrukcji pokazano na rysunku 5.
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Rys. 5. Schemat konstrukcji masztu z odciggami

Poniewaz celem analizy bylo poréwnanie réznych metod obliczen, ograniczono
sie do zaledwie jednego przypadku obciazenia masztu polegajacego na uwzglednieniu
cigzaru wlasnego konstrukeji tacznie z wyposazeniem. Wykonane zostaly obliczenia
MES oraz obliczenia uwzgledniajace rozwigzanie uproszczone 2. Za wyniki stanowigce
podstawe do poréwnan przyjeto rezultaty uzyskane przy pomocy sprawdzonego na-
rzedzia analizy konstrukeji ciggnowych, programu MAST [2], w ktérym rozwigzanie
konstrukeji odwotuje si¢ do zalozen zbieznych z réwnaniem (1).

Wybrane rezultaty, przedstawione w tabeli 6 potwierdzaja prawidlowos¢ wy-
konanej analizy MES. Rdéznice pomiedzy wynikami analizy MES oraz analizy
programem MAST w zakresie wyznaczania sil w ciegnach oraz maszcie sg bardzo
male (ponizej 0,4%). W przypadku poréwnania wynikéw pomiedzy rozwigza-
niem uproszczonym 2 i rozwigzaniem MAST mozna zauwazy¢ réznice ok. 5%.
Z praktycznego punkt widzenia to réwniez nie sg duze réznice. Wyniki pokazane
wczesniej w tabeli 5 moga sugerowac koniecznos¢ wystapienia w zadaniu ztozonym
wigkszych réznic. Powodem malej (5%) rdznicy jest brak wstepnego zwisu ciegna.
Ciegna w omawianym zadaniu zostaly wstepnie napiete i zmiana dtugosci ciegien od
sily napinajacej jest zdecydowanie wieksza od wydluzenia, jakie mogloby powsta¢
przy probie uwzglednienia skladowej podiuznej obcigzenia ciegien.
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TABELA 6
Wybrane wartoéci sit i przemieszczen w analizowanym modelu masztu
Wartosci Odchylenie wartosci
(sily [kN], przemieszczenia [m]) od rozwigzania MAST
Wielkosci
rOZW. rozZW. rOZW. rozZw. rOZW.
MAST upr. 2 MES upr. 2 MES
Siax — ciegna goérne 110,74 105,036 110,455 5,2% 0,3%
Siin — ciegna goérne 99,42 105,036 99,195 -5,6% 0,2%
Smax — ciegna srodkowe 77,12 72,832 76,856 5,6% 0,3%
Smin — ciegna $rodkowe 68,98 72,832 68,762 -5,6% 0,3%
Smax — ciegna dolne 43,83 41,594 43,665 5,1% 0,4%
Smin — ciegna dolne 39,51 41,594 39,372 -53% 0,4%
Uy /trzon/ -0,0451 ~0,0442 -0,0453 2,0% -0,4%
R, /trzon/ 1260,09 1232,04 1258,73 2,2% 0,1%
Sinax Smin — Wartosci ekstremalnych sit normalnych w ciegnach,

U,

. /trzon/ — przemieszczenie pionowe w najwyzszym punkcie trzonu masztu,

R, /trzon/ — pionowa reakcja podporowa trzonu masztu.

6. Podsumowanie

Przeprowadzone obliczenia oraz poréwnanie rezultatow, jakie uzyskano przy

zastosowaniu Metody Elementéw Skonczonych, oraz obliczen odwotujacych sie
do analitycznych réwnan ciegna, pozwalaja na sformutowanie uwag dotyczacych
stosowania Metody Elementow Skonczonych w rozwigzywaniu zagadnien statyki
konstrukeji ciggnowych.

1.

Wyniki obliczen konstrukeji ciggnowych Metoda Elementéw Skonczonych
wykazuja bardzo dobra zgodnos¢ z rozwigzaniami odwolujacymi sie do scistego
réwnania ciegna.

Wraz ze wzrostem dlugosci poczatkowej ciegna w stosunku do dtugosci cieci-
wy, réznice pomiedzy rozwigzaniem $cistym i rozwigzaniem MES wzrastaja.
W przypadku ciegien o duzym zwisie réznice w wartosciach przemieszczen
oraz sil siegaja kilku procent. Jednak w wigkszosci praktycznych zastosowan
ustrojow ciegnowych duze zwisy ciggien nie wystepuja.

Metoda Elementéw Skonczonych jako uniwersalne narzedzie obliczeniowe
pozwala na wszechstronng analize konstrukcji, jednak na etapie rozwigzywania
nieliniowego zadania statyki konstrukeji ciggnowych mozna napotkac problemy
numeryczne dotyczace zbieznosci procesu obliczeniowego. Poczatkowe przy-
rosty obcigzenia, w przypadku wielu analiz, musza by¢ przyjete na poziomie
10°° wartoéci obcigzenia.
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4. W konsekwencji stosowania MES konieczne jest dyskretne modelowanie cie-
gien w postaci uktadu wielu elementéw skoniczonych, co w polaczeniu z tzw.
»wolng zbiezno$cig” skutkuje wiekszym kosztem obliczeniowym niz w przy-
padku zastosowania metod odwolujacych sie¢ do réwnan ciggien (Scistego lub
przyblizonych).

5. Sterowanie dlugoscia poczatkows ciggien oraz ich ewentualne napinanie moze
by¢ realizowane poprzez odpowiednie obciazenie konstrukcji temperatura.

6. Mimo trudnosci obliczeniowych przy wykorzystaniu MES mozliwe jest pra-
widlowe okreslenie odpowiedzi konstrukeji ciegnowych na zadane obcigzenie.
Jednak nalezy zwrdci¢ uwage na prawidlowy sposob modelowania obcigzenia.

Artykut wptyngt do redakcji 22.12.2009 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano w kwietniu
2010 .
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M. RUCHWA, M. MATUSZKIEWICZ

Application of Finite Elements Method in static analysis of cable structures

Abstract. The Finite Elements Method allows for comprehensive structural analysis, however, in
the case of cable structures its potential is not fully used due to problems in arriving at convergence
of solutions and pertaining to compatibility of FEM and analytical calculation results. In this paper,
numerical results, originating from the Finite Elements Method with the analytical calculation
results, in terms of nonlinear structural analysis, were compared and conclusions that can be useful
in numerical handling of such type problems were formulated. Examples pertaining to the analysis
of single cables of variable slack values, bowstring inclination angle and loading methods were being
calculated. Also an example of a complex structure in calculation of which the previously mentioned
features appeared was analysed; furthermore, cooperation between many cables with traditional rod
structure elements was considered. Solving the problems through application of the Finite Elements
Method, primary types of finite elements, linear elastic relationship, various static loads as well as slack
and cable prestressing, geometric nonlinearity, cooperation between cable elements and other structural
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elements and also typical incremental methods used in static analysis, were applied. The calculation
tool used here was ABAQUS software. In the summary, attention was focused on conformities and
differences in FEM and analytical calculation results regarding distribution of the displacements and
cross-sectional forces obtained in the basic and complex examples of analyses.

Keyword: static, cable structures, Finite Elements Method
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